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1 INTRODUQAO 
As medidas mais usadias no estudo da densidade da renda 
tem sido pouco utilizadas no caso de outros atributos que 
nao sejam renda> apesar dos sens sigmificados comportarem o 
emprego de iwna giama de atributQs. As medidas de desig-ualdade 
podem ser aproveitadas para fornecer informagoes sobre o gran 
de oo(ncentra<;ao na distribuiqao das terras, na produ^ao indus- 
trial, na area plantada, ou em qualquer atributo que possamos 
imaginar, pelo menos teoricamente, como igualmente distribuido 
pelas pessoas ou espacialmente. 
O fato destas medidas terem um significado estatistico bem 
definido abre a possibilidade de usa-las com outros atributos. O 
uso cdstumeiro delas relacionado com a renda, as vezes, e expli- 
cado por proiblemas de origem da propria medida, como e o caso 
da razao de concentra^ao de Gini e da curva de Lorenz; outras 
vezes e apenas um problema de divulga^ao e concretizaqao da 
utilidade das medidas e de seu significado. 
Para o estudo de padroes de concentra<;ao e perfeitamente pos- 
sivel utilizarmos como instrumentos coadjuvantes aqueles que 
ate agora tern sido largamente usados nds estudos da concentra- 
<;ao e desigualdade da renda. Para evitar o uso indiscriminado 
das medidas de desigualdade como indicadores de padroes de 
(*) O aator e protasor da UnlveirsM^cJe die Brasilia e da FOV-IESAE E 
chjefe dJa Ddvllsao de Pasquisas do Banco Central. 
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concentra<;ao e precise que se entenda, pelo menos, a ideia, o sen- 
tido que esta por tras destas medidas e assim/ comoi as problemas 
que surgem para uma aplicaqao sem ambigiiidade nem erros de 
interpretagao. 
Com este objetivo discutimos algumas medidas muito usa- 
das no estudo da concentraqao e desigualdade da renda, ora em 
fungad da 'simplicidade do seu calculo, ora em fungao da clareza 
do seu significado. Entre elas destaoamos a razao de concentra- 
gao de Gini, a curva de Lorenz e suas propriedades, o Indice de 
Theil e algumas aplicagoes destes indicadores para o Brasil e 
algumas regioes. 
2. MIEIDIDAS DE DESIGUALDADE E CONCENTRAQAO 
2.1. Razao de Conoentragao de Gini 
A razao de concentragao de Gini e, sem duvida, a medida de 
desigualdade mais conhecida usada e criticada nos estudos da 
distribuigao da renda pessoal, tendo sido calculada para a maio- 
ria dos paises existentes(1b Apesar de sua divulgagao ter sido 
apresentada praticamente coma uma medida vinculada a curva 
de Lorenz,, a razao de concentragao de Gini tern raizes bem esta- 
belecidais do ponto de vista estatistico. 
Do ponto de vista estatistico a razao de concentragao de Gi- 
ni e definida como uma medida de dispersao relativa; oti seja, a 
razao entre a media das diferengas e o dobro da media aritmetica; 
A 
G = —  
2^1 
Consderando-se A como sendo a media das diferengas, isto e: 
^ X 
i = 1 j = 1 I Xi -x, I b f, 
A =  
N2 
(1) Vide Felix Paitort — «Injcxwne Distribution at Differenite Devels erf 
DeveLcipment: a Survey of Evidence» — Initematiooml Labour Re- 
view, 108, agoeto/seftemibro/VT, pp. 07/123. 
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Nao ha duvida, portanto, que a razao de concentraqao e uma me- 
dida cujas bases estatisticals sao relativamente solidas, podendo 
ser companadas as do co'eficiente de variagao. Trata-se, portan- 
to, de um indice adimensional cujo limite inferior e zero e o li- 
miite superior e igual a um. 
Recentemente, o reconhecimento destas caracteristicas da 
tazao de oolncentragao levou Joseph L. Gastwirth a superar algu- 
mas de isuas deficiencias mais comumente apontadas. Primeiro 
foi a eliminaqao da critica de subestima^ao da razao de concen- 
tra^ao, apresentando um limite superior para tal medida(2). Em 
seguida, permitindo a decomposiQao da desigualdade entre clas- 
ses e intra-classes. 
Em verdade, parece foira de duvida de que a interpretaqao da 
razao de concentragao como uma medida de dispersao nao foi 
muito divulgada na literatura economica anglo-saxonica. Mas, 
se observarmos as contribuigoes dos estatisticos italianos nas pri- 
meiras tres decadas do seculo XX, principalmente em publica- 
^5es na Revista METRON, internacionalmente conhecida, obser- 
varemos que o calculo da media das diferen^as (ou diferenqa me- 
dia) foi motivo de muita discussao. Tais discussoes giravam em 
torno do objetivo de simplificar sua obten^ao, ja que se tratava 
de uma medida de dispersao que ao inves de aferir as diferenqas 
em relaqao a uma medida de tendencia central, como a variancia, 
pretendia aferir todas as diferengas pos'siveis entre ols atributos, 
o que dificultava em demasia o seu calculo(3) O significado es- 
tatistico da razao de concentra^ao de Gini e, portanto, muito cla- 
ro mesmo quando a medida esta desvinculada da curva de Lo- 
renz. Isto porque e poss^vel demonstrar que o limite superior 
de A tende para 2ii, dando-nos a rela^ao: 
A 
  = G 
2[jl 
2.2. Curva de Lorenz 
A razao de concentraqao de Gini tern sido* muito divulgada 
como a razao entre a area de concentra<;ao real e area de concen- 
(2) Viidie Joseph L. Gastwirth — ccThe Bsrtiilmjation of the Lorenz Curve 
and Gini Indlex» — The Review of Economics and Statistics, LIV, 
lagiostto de 1972. 
(3) Vide U. Paciello e B. De Fiinettti — «Galcolo della differenza xniediia», 
Metron, Vol. VIH, n.0 3, fevereiro 1931. 
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tragao maxima, em termos da curva de Lorenz. Tal fato obscurece 
urn pouco o signficado estatistico da razao de concentra^ao, ape- 
sar de facilitar enormemente a compreensao e, por conseguinte, a 
sua divulgaqao e utiliza^ao como medida de desigualdade. 
Historicamente, o advento da curva de Lorenz como um ins- 
trumento adequado para observa^Ses de variaqoes no grau de 
concentraqao de um atributo (renda), foi introduzido atraves dos 
trabalhos de Loiienz, Chatelain, Seailles e Corrado Gini(4)- Nao 
ha duvida de que todos estes autores foram contemporaneos; no 
entanto, M. O. Lorenz e o mais conhecido, tendo a curva de con- 
centra<;ao em questao recebido o seu nome. 
Antes de apresentarmos de uma forma bem simples qual o 
significado da curva de Lorenz, e interessante que se de um tra- 
tamento mais tecnico ao seu verdadeiro significado. Para isto 
asisumimos que temos um atributo quantitativo e variavel entre 
a e b, tal que a < b. Em seguida, supomos que f(x) seja a fun^ao 
densidade de freqiiencia e que f (x) dx seja a freqiiencia com que 
o atributo assume valores no intervalo x-|-dx. Fazendo-se o gra- 
fico de f(x) temos: 
FIGU R A - 1 
f(x) 
1 
0 a x x + d x b X 
(4) Vidle M.O. Lorenz «Metliods of Meajsuiring the Concentration of 
Weailth», ASA, Nova Serie, junbo 1905, 209; E. Chatelain «Lets suces- 
sions declarees in 1905», Rev. Politique et Parlamentaire, 1907; J. 
Seailles, «La repartition des fortunies eai Fraoce», Alean, Paris 1910; 
Ccmrado Gini, Indiice di Concentrazione e 'di Dipendien^a, Roma, Bi- 
blioteca DeirEconoanista, Editilce Dorinese Miiano, 1922, pp. 5/137. 
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Considerando x o atributo e p e r como coordenadas de um 
ponto qualquer p da curva de Lorenz temos, portanto, as respec- 
tivas equa^oes: 
/xa f (x) dx Jxa x f(x) dx 
p =  = (1) e r =  (2) 
f (x) dx P'a X f(x) dx 
observamos que a equagao (1) nao e nada miais que a razae entre o 
momento incompleto e completo de ordem 0 da funqao distribui- 
qao F(x). Ao passo que a equaqao (2) representa a razao entre o 
momento incompleto e completo de ordem 1 da mesma fun^ao 
de distribui^ao. Logo podemos escrever p e r da seguinte forma: 
mo (x) J*xa f (x) dx mi (x) /x0 x f(x) dx 
mo N mi NX 
Onde N e X sao respectivamente a freqiiencia total e a me- 
dia aritmetica do atributo x; evidentemente NX representa o to- 
tal do atributo da distribuigao em questao. 
A curva de Lorenz, que e representada num diagrama carte- 
siano tendo como abcissa p e como ordenada r, sera uma curva 
convexa em relaqao a p, cujos valores correspondentes aos limi- 
tes a e b sao respectivamente (0,0) e (1,1). Fazendo-se o grafico 
correspondente obtemos: 




Pela simples observaqao da Figura 2 podemos concluir que 
pi>ri para todos os pontos, com excegao dos extremes, onde 
|— r^5K Pelo exposto, nao resta duvida de que a curva de Lo- 
renz existe para qualquer tipo de distribuiQao de um dado atribu- 
to. Nao ha necessidade de que x seja renda, apesar de Lorenz ter 
apresentado esta curva como a forma mais adequada para obser- 
vaQoes sobre as mudangas do grau de concentraqao da distribui- 
^ao da rerLda(6). 
Com o intuito de simplificar o entendimento da curva de Lo- 
renz,, atraves da eliminaqao das formalidades matematicas e esta- 
tisticas, como foi feito no trabalho pioneiro de Lorenz,, tentare- 
mos expor rapidamente o significado da curva de Lorenz em ter- 
mo)S mais simples. Para isto consideremos que temos numa dis- 
tribuigao de freqiiencia do atributo x com n classes, cujas fre- 
qiiencias sao fi, f2 L e os respectivos elementos representati- 
ves de cada classe sao xi, X2 xn. Numa curva de Lorenz re- 
lacionamos os percentuais acumulados de rendais com percentuais 
acumulados das pessoas que recebem tais rendas a partir daque- 
las pessoas com niveis de renda mais baixois, Em geral, utiliza-se 
um quadrado cujo lado e igual a unidade, como na Figura 3 
abaixo: 
figura - 3 
% r 
<,5) Vide L. Galvani — Sullie Curve di Ooncenitnaaione Relastive a caijat- 
fteri non Limitati e Limitati, Metron, Vol. X n.0 3, Roma, outubro de 
1932. 
(6) Vidle M.O. Lorenz, op. dt. 
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Na Figura 3, AD rapresenta o eixo das abcisisas, no qual registra- 
i <n fi 
mos pi —  —, o percentual acumulado das pessoas que re- 
N 
cebem renda, oonsideradas em ordem crescente de renda. O lado 
AB do quadro considera-se como o eixo das ordenadas, onde re- 
n 
S b xi 
i = 1 
gistramos ri =  , o correspondente percentual 
n 
2 fi xj 
i = 1 
acumualado das rendas recebidas por Pi. 
Os pares ordenados (ri, pi) representam o que chamamos de 
curva de Lloirenz. No seu trabalho original, Lorenz coloca ^ nas 
abcissas e pi nas ordenadas, mas isto nao altera em nada as pro- 
priedades da curva. A unica oonsequencia e que a curva de Lo- 
renz ficara acima da diagonal AC. 
2.3. Algumas Propriedades da Curva de Lorenz 
Ksta curva tao utilizada quanto criticada desde o advento de 
sua diyulgagao, apresenta muitas propriedades que a tornam 
quase indispensavel para quern estuda as caracteristicas de um 
dado atributo, especialmente a renda. Vejamos algumas das prin- 
cipals caracteristicas analiticas e praticas da curva de Lorenz: 
1) fi uma curva nao decrescente e oonvexa em relaqao aos 
percentuais acumulados de pessoas que recebem renda; 
2) Com excegao dos dois primeiros e ultimos pares orde- 
nados, Ti, sera sempre menor que pi, no oaso do atributo x apre- 
sentar uma dispersao diferente de zero; 
3) A inclina^ao da curva de Lorenz em qualquer ponto e 
 
ri -ri-i 
igual ao hmite da razao (7). 
Pi - Pi-i 
(7) Vide Edwards Ames, «A Method for Estimating the Size Disitribution 
of a given Agregate Inoome», The Review of Economics and1 Statistics, 
jnlho de 1942. 
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4) Observando-se que a curva de Lorenz e convexia, perce- 
be-se que existe um ponto em que a sua inclinaqao sera paralela 
a diagonal AC. Justamente neste ponto a inclinaqao e igual a 
unidade, ou seja, a razao do percentual de renda e/o percentual 
de pessoas na clause sao iguais. Esta propriedade nos permite 
identificar aproiximadamente a classe, ou o nivel de renda corres- 
pondente a renda media (x ). Dai a importancia da renda media 
como uma medida resumo, ja que representa o ponto da curva de 
Lorenz no qual a proporqao de pessoas (ou familias) e a propor- 
^ao de renda sao iguais. 
5) A curva de Lorenz possibilita a visualizaqao das modi- 
ficagoes na distribuiqao da renda atraves do tempoi ou as compa- 
ra^oes no mesmo periodo, entre diferentes estados. 
6) Quando a curva de Lorenz se reduz, a diagonal AC, te- 
mos que pi — n para todo i. Estamos diante de um caso extremo 
d)e perfeita igualdade. Quando a curva de Lorenz se reduz ao 
triangulo ACD, onde pi = ri 1= O, pj = rj 1 para j^i, entao es- 
tamos em outro extremo, o de maxima desigualdade, com uma pes- 
soa (ou familia) com toda a renda. Estes dois extremos sao ape- 
nas pontos de refertencia, pois na realidade o que existe mesmoi e 
uma curva convexa como AEC. Quanto mais proxima AEC esti- 
ver de AC menor a concentraqao, quanto mais afastada de AC, 
maior a concentra<;ao. 
7) Apesar de suas propriedades e infoirmagoes sobre o que 
se passa com a distribuiqao da renda, a curva de Lorenz apresen- 
ta situa^oes de ambigiiidade quando existe o cruzamento de duas 
curvas. A distin(;ao sera feita pela area entre a diagonal AC e a 
curva de Lorenz AEC, chamada area de concentra(;ao. Quando a 
area de concentra^ao e igual, ai temois a situaqao de duas distri- 
bui^oes cuja dispersao relativa e a mesma(8). 
A curva de Lorenz e um instrumento cujas caracteristicas e 
propriedades ainda nao foram completamente discutidas num so 
trabalho. Varias informaqoes, sobre esta curva, estao espalhadas 
em diversos trabalhos relaciomados com a distribuiqao de renda 
pessoal. Mas o que aprejsentamos, aqui, e o suficiente para com- 
preendermos melhor o significado da razao de concentraqao de 
Gini quando derivado diretamente da curva de Lorenz. 
d;e» — Re vista Brasileina tie Estaitistica — Rio de Janeiro, joilho de 
1974. 
(8) Vide R^tmonaval A. Costa, «B€(m-Estair de Indlcaidores de Desigoialda- 
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2.4. A Razao de Concentragao de Gini e a Curva de Lorenz 
Com as informagoes sobre a razao de concentragao de Gini 
e sobre a curva de Lorenz podemos mastrar rapidamente como 
se deriva uma medida para a razao de concentragao de Gini, no 
caso de uma distribuigao de rendas. Esta derivagao e uma forma 
bem simples de obtengao da razao de oomcentragao a partir da 
curva de Lorenz. Existem variajs maneiras de se obter esta me- 
dida. A que apresentamos utiliza as propriedades dos trapezios, 
cuja formulia final se deve a James Morgan, um estudioso da dis- 
titfbuigao de renda(9) 
Consideremos como antes um quadrado ABCD com lados 
iguais a unidade, conforme a Figura 4: 




Onde AC representa a situagao de perfeita igualdade, A area 
1 
ACD = — representa uma situagao de maxima desigualdade. 
2 
Ao passo que a area ACE, entre a diagonal AC e a curva de Lo- 
renz AEC, representa a area de concentriagao ral, a qual preten- 
demos medir para construir um indice que representa a razao/ en- 
tre esta area de concentragao real ACE e area maxima de con- 
centragao ACD, ou seja: 
(9) Vidie James Morgan «The Anatoony of Incocrue DistriibuJtion». Review 
of Economics and Statistics, XLIV, agostjo, 1902, p. 271. 
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G - 
area ACE concentragao real 
area ACD concentraqao maxima 
Nao ha duvida que calculando a area AECD e subtraindo da area 
ACD obteremos a area ACE, isto e: 
= 1-2 area AECD 
Portantoi, a formula pratica para a razao de concentragao e obti- 
d)a apos o calculo da area AECD. Mas esta area pode ser obtida 
dividindo-a em pequenos trapezios do tipo abed. A soma total 
das arealsi de todos estes pequenos trapezios resultara na area 
AECD1, um poiuco superestimada porque o seg'mento ab em ver- 
dade nao e uma reta, mas sim uma curva. A conseqiiencia disto 
e a obtenQao de um valor para G menor do quje ele realmente e. 
Quando o numero de classes e muito grande, esta diferen^a nao 
chega a se constituir numi grande obstaculo para aqueles que bus- 
cam apenas uma medida aproiximada, sem maiores ambi^oes. 
Aplicando a definiqao da area de um trapezio temos que: 
G = 
area ACD - area AECD 1 /2 - area AECD 
area ACD 1/2 
area abed = 
bd -f- ac 
cd 
2 
Mas bd — ri, ac = r^i e cd = pi - p^, ou seja: 
area abed = 
ri + 
(Pi - pi_i) 
2 
Como temos k trapezios deste tipo, a area 
AECD — 
h (n -|- r^x) 
S  
i= 1 2 
(pi — pi_i) 
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em termos das coordenadas da curva de Lorenz. Por conseguinte 
1 k 
G 1= 1 - 2— 5 (r* + r^) (pi - pi.!) 
2 i = 1 
k 
G = 1 - S (n + rj.!) (pi — p^) 
i — 1 
Esta e a formula que se utiliza na pratica quandot quer obter o 
valor da razao de concentraQao de Gini. Os limites da razao de 
concentraqaoi de Gini ficam bem evidentes: G=0 quando a area 
de concentra^ao ACE for igual a zero, ou seja, a igualdade per- 
feita; G = 1 quando a area de concentragao ACE for igual a 
ACD, ou a maxima deisigualdade. 
Existem outras formulas praticas para a avaliaqao numerica 
de G, todas elas fornecem valores aproximados para G, mais ou 
menos equivalentes. A nossa preocupagao nesta descriQaoi foi 
mostrar como a razao de concentraqao de Gini tern raizes esta- 
tisticais bem fundamentadas, nao sendo simplesmente um nume- 
ro que se obtem dividindo ia area de concentraqaoi real pela area 
de concentraqao maxima numa curva de Lorenz. uma medida 
de dispersao relativa, como o coeficiente de varia(;ao e outras 
medidas de desigualdade, nao se podendo confundir o metodo 
aproximado de calculo com id verdadeiro significado do indice. 
2,5. fndice de Theil 
O fndice de Theil, como a Razao de Concentraqao de Gini, 
e uma medida de desigualdade que independe da forma da distri- 
bui<;ao estudada. Tern sua origem na Teoria da InformaQao(10). 
Tern sido usado em Economia como uma medida do grau de de- 
sigualdade de renda. 
Veremos que a ideia de desigualdade contida no fndice de 
Theil e relativamente simples. No entanto, o seu entendimento 
fica condicionado a compreensao de alguns conceitos basicos de 
Teoria da Informa9ao. Como resultado desta dependencia da 
Teoria de nformaqao, o fndice de Theil tambem exige certa fami- 
liaridade na manipula<;ao de logaritmos. Portanto, antecipada- 
(10) Vidte Henry ThedJl — Economics and Information Theory, Amsterdlatm, 
North Holland Publishing Co., 1967, paginia 123. 
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miente percebe-se que nao se trata de uma medida de facil pene- 
tragao populou; mesmo entre os profissionais em geral, ja que a 
Teoria de InformaQao nao faz parte do curriculum basico, e loga- 
ritmo, infelizmente, e esqu/ecido e, as vezes, subestimada a sua 
utilizaqao, pelo economista. 
Os conceitos basicos de Teoria de Informagao que se fazem 
necessariois para chegarmos ao Indice de Theil sao os seguintes: 
conteudo de informagao, entropia ou informaqao esperada e in- 
forma^ao esperada de uma mensagem indireta^11^ Nos restrin- 
giremos aqui as ideias emitidas por Henry Theil no seu famoso 
livrq Economics and Information Theory. Qualquer divergen- 
cia de nomenclatura sobre os conceitos basicos de Teoria de In- 
forma^ao deve ser encarada com certa tolerancia, por se tratar 
de area relativamente recente de conhecimento. Para ilustrar 
esta situaqao reproduziremos a observa^ao feita por Elnyn 
Edwards(12): 
"Infelizmente a nomenclatura da Teoria de Informagao nao 
esta padronizada. Como observaram Mc Gill e Quastler (1965): 
"Constitui uma ironia o fato de a Teoria de Informagao colocar 
problemas de comuncagao para os que a utilizam! O que chama- 
mos de "incerteza" foi denominado "Entropia" por Shannon 
(1948), 
Agora tentaremos explicar o que se entende por conteudo de 
informagao. Dado um cvento E, cuja probabilidade de acontecer 
e igual a p, chamamos de conteudo de informaqao da mensagem 
afirmando que E aconteceu, a uma fun<;ao inversamente propor- 
cional a sua probabilidade. No caso de Teoria de Informaqao 
utilizamos uma fungao log na base 2 e, em alguns casos log na 
base Logo, o conteudo de informaqao de um evento E ter acon- 
tecido e dado por: 
1 
h (p) — log  1= - log p, onde 0 < p < 1 
2 
Quando a base dos logaritmos e 2, as unidades de conteudo 
de informa(;ao denominam-se bits; no segundo oaso, quando se 
(11) Vide Ramonaval A. Costa, «Mediijda de Desigualdadie de Renida», Bo- 
letim Geografico, N.0 238, jlan/fev. de 1974, Ano 33, ipp. 45/72. 
(12) EL win (Bdwamds — IntroduQao a Teoria da Informagao. Bdi)tora Oul- 
tura, Bdltora (da USP, 1971. 
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usa loigaritmois neperianos, as unidades sao chamadas de nits. Na 
area de comunicaQao, onde a Teoria de Informaqao e muito apli- 
cada, as unidades mais comumente encontradas sao bits. Quandc 
a aplicaqao dos conceitos de Teoria de Informagao em outras 
areas, como eclolnomia, temi-se utilizado os logaritmos neperianos 
com mais frequencia(13)- 
O outro conceito basico da Teoria de Informaqao, relacio- 
nado com o Indice de Theil e o que se chama de entropia ou in- 
formaqao esperada de varias mensagens. Neste caso teriamos 
um conjunto de eventos Ej, ... com as seguintes probabili- 
dades p2 ... pn. A entropia nao e nada mais nada menos que o 
valor esperado dos respectivos conteudos de informagao, ou seja: 
n In 
H (p) = 2 Pl log   = - 2 Pi lo? Pi 
i — 1 pi il — 1 
No caso da entropia observa-se uma distribui^ao, cujos va- 
lores do atributo saoi os eventos E* e as rejspectivas probabilida- 
des sao os valores de p{. Justamente no caso deste conceito e que 
se tern algumas discordancias de nomenclatura. Edwards em 
1964 chamou-o de grau de incerteza, Shannon em 1948 deu o no- 
me de entropia, ao passo que Wiener em 1948 preferiu chama-lo 
de "entropia negativa" O que interessa, no caso em questao, e 
que se compreenda H(p) como uma valor medio do conteudo de 
inform,a^ao de varies eventos. 
Finalmente, o ultimo conceito que se faz necessario, para 
uma melhor compreensao do fndice de Theil, chama-se informa- 
gao esperada de uma mensagem indireta. Considermos E^, E^ ... 
um conjunto de eventos e seja p^, p^ ... pn suas probabilidades 
e a priori, ou a probabilidade deles acontecerem sem nenhuma 
outra informagao. Seja tu t^ ... tn as respectivas probabilidades 
a posteriori, ou as probabilidades corrigidas depois dos eventos 
terem acontecido. Podemos calcular facilmente o conteudo de 
inforrma^ao de uma mensagem indireta para cada evento E^ levan- 
do-se em consideracao as duas informa^Ses sobre as probabilida- 
de Pi e t7:: 
1 1 ti 
h (pi) - h (h) = log log  = log  
Pi ^ pi 
CIS) Henry Thleal, op. cit. 
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Agora podemos obter o conceito de informagao esperada de 
uma mensagem indireta. Basta calcular, como anteriormente, o 
U 
valor esperado de log   ou seja, do conteudo de informa<;ao 
Pi 
de uma mensagem indireta. A unica diferenqa que surge e que 
as ponderaqSes tanto podem ser as probabilidades a priori, como 
as probabilidades a posteriori, ou seja: 
n ti 




 (P, t) = ^ pi log   
i—l Pi 
Com a apresentaqao destes tres conceitos podemos escrever com 
mais clareza o que chamamos de Indide de Theil. 
2.6. Entropia, fndice de Theil ou Redundancia 
Os conceitos anteriormente descritos — quando aplicados ao 
estudo do grau de desagualdade de uma distribuiqao de rendas — 
nos fornecem uma medida de desigualdade de renda, para o caso 
em que as informaqoes individuiais de rendas estao disponiveis, 
e uma outra medida adequada para as situaqoes em que os dados 
de renda estao grupados por classes de renda^14). 
Consideremos o primeiro caso, e seja r^, ra ... rn as fraqoes da 
renda individual entre N individuos. Tomando-se o conceito de 
entropia e r^ a fraqao da renda total referente ao individuo i, pode- 
mos facilmente obter uma medida do grau de igualdade entre as 
diversas fraqoes de renda, ou seja: 
N 1 
H (r) :=: ^ ^ log  
(14) lao devemas ©squeoer que esta medida, apesar die esitar aenido descri- 
ita em ftermos do atributo renda, e adequada no oaso de outros atribai- 
tciis em que a ideiia de desigualdade faga sentido. 
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Para mostrarmos como a entropia, neste caso, nos foTnece uma 
medida de igualdade, basta examinarmos os dois casos extremos 
relacionados com a distribui^ao de rendas. O primeiro caso e o 
de perfeita igualdade, onde seria igual para todos os individuos 
i=l, 2 ...N. Neste caso, o valor de r* seria igual a 1/N e o valor 
da entropia seria igual a: 
N 1 11 
H(r) = ^   log  N — log N=log N 
i - 1 N 1/N N 
A maxima igualdade ou maxima entropia seria dada por log N. 
necessario observar que a maxima igualdade depende do nume- 
ro de individuos envolvidos na distnbuiqao. 
O segundo caso e o de maxima desigualdade, quando um uni- 
co individuo estaria de posse de toda a renda, ou seja = 0 pa- 
ra todo i ^ j, ao passo que r;=l. Nestas circunstancias a entro- 
pia se reduz a um unico termo: 
1 1 
H(r) = rj log  z= 1. log = log 1 = 0 
rJ 1 
A maxima desigualdade significa entropia zero. Na realidade, 
nunca lidamos com nenhum dos extremos, logo o valor da entro- 
pia, no caso da informaqao individual de renda, esta sempre corm 
preendido entre 0 e log N: 
0 < H(r) < log N 
Uma medida de desigualdade de renda pode ser obtida, ime- 
diatamente, a partir da medida de entropia de uma dstribuiqao. 
Basta subtrairmos da entropia maxima, log N, o valor da verda- 
deira entropia e obteremos uma medida do grau de desigualdade 
das rendas, isto e: 
N 1 
T(r) = log N - H(r) = log N - ^ u log = 
N N 
= log N + ^ Ti log Ti = % Vi log Nri 
i—1 i=l 
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Tal rmedida e chamada de Redundancia. Esta e a medida de de- 
sigualdade de renda que se pode obter utilizando as noqoes de 
Teoria de InformaQao. A redundancia e o que chamamos de In- 
dice de Theil, pois Henry Theil e o economista que tem divulga- 
do muito a utilizaqao da Teoria de Informagao em Economia. 
Nao ha dificuldade para se perceber que o Indice de Theil 
(ou redundancia) possui o valor zero quando temos uma situaqao 
de^ maxima igualdade e um valor igual a log N numa situa^ao de 
maxima desigualdade. Alem diisto, e uma medida que depende 
do valor de N. Apesar de o logaritmo reduzir substancialmente 
este aspecto indesejavel do Indice de Theil, ainda assim tal de- 
pendencia de N constitui uma deficiencia, mormente quando se 
fazem necessarias comparaQoes de distribuic^oes com valores de N 
substancialmente diferentes. As vezes, o uso do Indice de Theil 
(redundancia ou da entropia) sem se dar conta da influencia de 
N, pode levar a evidencias obscuras, imprecisas e ambiguas. 
Para evitar os problemas introduzidos por N basta divi- 
dirmos tanto a entropia como o Indice de Theil por log N e tere- 
mos dminuido este aspecto indesejavel das medidas em questao: 
N 1 
5 ri log  
i 1 rj 
Mr) =  (Entropia relativa) 
Log N 
N 
2 Ti lo£r2 Nn 
i = 1 
t(r) — —  (Redundancia relativa) 
Log N 
Os limites para ambas as medidas ficarao reduzidas ao limite 0 e 
1. O Indice de Theil sera enao entendido como a, medida de re- 
dundancia relativa, que e igual a 1 (um) menos a entropia rela- 
tiva : 
T(r) H(r) 
  — 1  







Fazendo tal modificagao os valores para o Indice de Theil fica- 
riam. compreendidos entre 0 e 1, como no caso da razao de con- 
centra^ao de Gini: 
0 < t (r) < 1 
A maxima igualdade corresponderia a zero, como antes; a maxi- 
ma desigualdade corresponderia ao valor 1, eliminando os proble- 
mas de dimensao, on seja, nao haveria neoessidade de se preo- 
cupar com os bits on nits. 
2.7 Informagao de Uma Mensagem Indireta 
Ate agora apresentamos o Indice de Theil com a hipotese de 
que os dados individuaiis estariam disponiveis. Como comumen- 
te daparamos com distribui^oes em classes de renda, e interessan- 
te mostrarmos nelste caso como o Indice de Theil deve ser in- 
terpretado. Quando nao temos os dados individuals, o conceito 
de Teoria de Informagao utilizado e o valor esperado do oonteu- 
do de informagao de uma mensagem indireta. 
Se temos uma distribuigao de freqiiencia, cujo atributo e a 
renda R, observamos dois tipos de informa(;5es. O primeiro sao 
as freqiiencias relativas da popula(;ao correspondente a cada clas- 
se de rlenda, ou seja n,. O segundo tipo de informagao sao as fra- 
goeis de renda, r^, coirrespondentes a cada classe de renda, ou seja, 
a fragao de renda u recebida pela fragao na populagao n^. Fstes 
dois tipos de informagoes podem ser interpretados como as pro- 
babilidades a priori e ia posteriori. Conforme consideremos 
as fragoes de renda ou as fragoes de populagao como a probabili- 
dade a priori obteremos miedidas de desigualdade de renda, cuja 
diferenga consi(ste apenas nos pesos utilizados, como explicamos 
anteriormente. No caso do nosso experimento, optamos por 
ponderar pela fragao de renda em cada classe: 
I (R, N) = 2 r* log — 
i = l ni 
Este Indice de Theil, utilizado para o caso em que a renda e di- 
vulgada em classes de rendas ou extratos possui como Hmite in- 
ferior o valor I (R, N) = 0 e como limite superior I (R, N) = 
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log N- O primeiro valor corresponde a uma situaqaoi de per- 
feita igualdade, aqui entendida como =: n^. 
n n N 
I (R, N) = ^ ri log  = X n log 1 = 0 
i =1 tii i=l 
O segundo valor representa uma situagao de maxima desigualda- 
de, ou seja, == 0, ^=1 para i ^ j. Aqui, novamente, I (R,N) 
se reduz a um unico termo, cujo valor e o seguinte: 
t rj 1 I (R, N) = rj log i= 1. log  = log N 
1/N 1/N 
2.8. Interpretagao do Indice de Theil para Dados Grupados 
Ksta medida, utilizada no caso de dados grupados alem da 
interpretaqao, como a informa^ao esperada de uma mensagem in- 
direta, na qua! r^, rn seriam as probabilidades a posterio- 
ri e n^, n^, as probabilidades a priori, possui uma outra in- 
terpretagao relacionada com o conceito de media geometrica. Es- 
ta segunda interpretagao e mais simples do que a anterior. Con- 
sideremos a formula de I (R,N): 
N ri 
I (R,N) = 2 ri log , ii=l,2, n 
Lembrando que ti/iii e a renda per capita da classe de renda i de- 
flacionada pela renda per capita total, e possivel interpretar 
I (R, N) como o logaritmo da media geometrica ponderada das 
lendas per capita de cada classe deflacionada pela renda per ca- 
pita totalr isto e : 
1





ri i != 1.2, ... n 
i 1= 1 ni 
Tal interpretagao evidencia como lo) Indioe de Theil diminui a in- 
fluencia das diferen^as absolutas de renda, ora pelo uso do loga- 
ritmo ora porque a media geometrica e menos sensivel aos valo- 
res extremos de uma distribuiqao. 
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3. APLICAgOES 
3.1. Problemas Metodologicos 
Para a aplica^ao das medidas anteriormente apresentadas e 
necessario que se observe alguns criterios de carater metodologi- 
co a fim de se evitar arbitrarr^dades na intepretagao dois resu^ta- 
dos. Elste tipo de preocupaqao se torna mais premente quando 
fazemos compara^oes das medidas no tempo e no espago. pre- 
ciso comparar miedidas oibtidas atraves de uma mesma metodolo- 
gia sob pena de se observar diferenqas resultantes apenas dos 
metodos de aferigao. 
Os problemais mais importantes a que devemos estar aten- 
tos, quando do usia das medidas de desigualdiade sao o tamanho 
da amostra, a escolha do elemento representative da classe e o 
numero de classes. Numa mesma distribuiqao obtida duas vezes 
a partir de amostras de tamanhos diferentes as respectivas medi- 
das de desigualdade podem diferir, principalmente quando as 
amostras diferem tambem pela estratifica(;ao ou por outras ca- 
racteristicas. A diversidade de elementos representatives das 
classes, tambem introduz diferenqas significantes nos valores das 
medidas de desigualdade, isto e, se usarmos o ponto medio em 
vez da media da classe, co)mo elemento representativo, as medi- 
das de desigualdades apresentarao valores diferentes. O numero 
de classes e outro problema que devemos ter em conta quando 
comparamos duas distribui^oes no tempo e no espago. um 
fato bem recomhecido em estatistica que a escolha do numero de 
classes de uma distribui^ao observada deve atender alguns requi- 
sites para evitar distor<;5es nas caracterfsticas da distribuiqao. 
Especialmente, no caso do atributo renda, estes requisites nem 
sempre podem ser obedecidos em fungao da falta de oonhecimento 
adequado sobre a forma da distribuicao. 
As tabelas 1 e 2 contem exemplos de varia^oes nos valores 
da Razao de Concentra^ao de Gini e da Indice de Theil segundo 
o tamanho da amostra. A distribuicao utilizada foi obtida a par- 
tir do Censo Demografico de 1970 segundo a amostra de 25% e 
sub-amostra de 1,3%. Tanto no caso da Razao de Concentragao 
de Gini, como no caso do Indice de Theil, quando passamos de 
uma amoisitra de 25% para uma de 1,3%, os valores da desigual- 
dade diminuem. Esta caracteristica e a mesma para qualquer ti- 
po de elemento representativo da classe. (Ponto Medio, Renda 
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Media, Limite Inferior e Limite Superior) No caso eispecial 
destes exemplos as variagoes sao muito pequenas, nao chegando 
a prejudicar a interpretagao dos resultados. Quando a renda me- 
dia e o elemiento representativo, a variagao para a Razao de Con- 
centraqao de Gini e de 1,86% e para o Indice de Theil e de 4,59%. 
TABELA 1 
VARIAQAO DOS VALORES DA RAZAO DE CONCENTRA- 
gAO DE GINI EM FUNCAO DO TAMANHO DA AMOS- 






das Classes de Renda 
1. Ponto Medio 0.358070 0.361354 —0.003284 
2. Renda Media 0.328930 0.335041 —0.006111 
3. Limite Inferior. 0.371520 0.373858 —0.002338 
4 Limite Superior 0.339270 0.343185 —0.003915 
FONTE: Censo Demografico de 1970 — FIBGE 
As tabelas 3 e 4 moistram as variaqoes nas medidas de desi- 
gualdades quando utilizamos diferentes elementos representati- 
ves das classes no calculo das medidas. Para a Razao de Con- 
centraqao, quando comparamos os valores obtidos us an do a Ren- 
da Media e o Limite Inferior, a maior variaqao absoluta atinge 
o valor de 0.04259, o qual, em termos peraentuais, corresponde 
mais ou menos a 12,95%. Para o Indice de Theil, quando com- 
paramos os valores obtidos uisando o Limite Inferior e oi Limite 
Superiioir, a maior variagao absoluta atinge cerca de 0.025947 
que, em termos percentuais, significa aproximadamente 22,19%. 
Estas variaqoes em funqao de diferentes elementos representati- 
vos, sao muito significativos, pois introduzem diferen^as acima 
de 5% nos valores das medidas utilizadas. Apesar de os elementos 
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1 Ponto Medio 0.133270 0.134560 —0.00129 
2. Renda Media 0.106115 0.110984 
—0.00487 
3. Limite Inferior 0.116956 0.118236 —0.00128 
4. Limite Superior 0.142903 0.143776 
—0.00087 
FONTE: Qenso Demografico de 1970 — FIBGE 
dia ou Ponto Medio, as tabelas 3 e 4 servem de testemunho, no 
caso da distribui^ao estudada» para o grande perigo de compa- 
ra^oes das medidas sem observar como foram obtidas. 
O outro tipo de preocupa^ao metodologica que se deve ter, 
quando da utilizagao dos instrumentais anteriormente descritos, 
e o nuimero das classes em que a distribuigao e apresentada. Se 
apresentarmos uma mesma distribuiqao com diferente numero de 
classe, tudo indica que as medidas de desigualdade obtidas de- 
verao diferir. 
A formula para avaliar numericamente a razao de concen- 
tragao de Gini envolve algumas aproximaqoes a fim de facilitar 
a sua ooimputaqao. A passibilidade de mensura^ao exata e prati- 
camente impossivel e a Estatistica tern como caracteristica jus- 
tamente obter estimativas, cujos valores nao pretendem ser exa- 
tos. Portanto qualquer diferenqa que surja em funqao do metodo 
de calculo, do tamanhioi da amostra e disposiqao ou numero de 
classes da diistribuiqao observada, deve ser evitada. 
Consideremos as tabelas 5 e 6 como exemplos de uma mesma 
distribui^ao. Na tabela 5 a distribuigao contem 10 classes de ren- 
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da e proporciona um valor para a Razajo de ConaentriaQao de Gi- 
ni em torno de 0.474688. Ao passo que, na tabela 6 a mesma 
distribui^ao e apresentada com apenas 7 classes de renda e o va- 
lor da Razao da Conoentraqao de Gini diminui para 0.463927 
Este pequeno exemplo, apesar de nao estabelecer a direqao 
da modificaQao da variaqao do valor da medida em questao, pois 
tudo depende de como as classes sao escolhidas, serve apenas co- 
mo uma ilustra^ao de variagoes nas medidas em fungaio do ar- 
ranjo das distribui^oes em classes de atributos. No exemplo es- 
colhido apesar da variaqao nao ultrapassar a casa dos 2,5% e ne- 
cessario que se tenha em mente mais eista possibilidade de varia- 




Classes de Renda Popula^ao Concentraqao 
de Gini 
1. 0 — 67,20 106.664 
2. 67,20 — 134,40 324.342 
3. 134,40 — 268,80 1.070.870 
4. 268,80 — 537,60 1.935.874 
5. 537,60 — 806,40 810.886 0.474688 
6. 806,40 — 1.344,00 474 472 
7 1.344,90 — 1.881,60 168.729 
8. 1.881,60 — 2.688,00 123.333 
9 . 2.688,00 — 4.032,00 98.757 
10. 4.032,00 ou mais 52.275 
FONTE: PNAD/72 — Mao-de-Obra 
3.2. Alguns Exemplos de Aplicagao 
A fim de ilustrarmos a utilizaqao das medidas anteriormien- 
te discutidas apresentaremos alguns exemplos, bem simples, em 
que as medidas serao usadas com o intuito de evidenciar carac- 
teristicas regionais da desigualdade da renda que estariam escon- 
didas se naoi tivesse havido a preocupaqao de dasagregaQao espa- 
cial. Tambem mostraremos comia estas medidas tern sido usa- 
das em conexao com outros atributos diferenteis da renda. 
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TABELA 6 
Classes de Renda Populagao 
1. 0 — 67,0 106.664 
2. 67,20 — 134,40 324.342 
3. 134,40 — 268,80 1.070.870 
4 . 268,80 — 537,60 1.935.844 
5. 537,60 — 1.344jQO 1.285.358 
6. 1.344,00 — 2.688,00 292.062 





FONTE: PNAD/72 — Mao-de-Obra 
3.2.1. Aplicagao com o Atributo Renda 
A utilizaQao das medidas de desiguajdade com o atributo 
renda ja se encontra muito divulgada, tendo ate mesmo adquiri- 
do uma certa popularidade entre aJs pessoas, como por exemplo 
a Razao de Concentraqao de Gini. Qualquer exemplo sera sem- 
pre uma repeti^aioi, ja que existem varies livros e trabalhos do- 
cumentando o uso deste instrumental. 
Nas tabelas 7 e 8 destacamos dois tipos de utilizaqao para a ra- 
zao de concentraQao e para o coeficiente de Theil (Indice de 
Theil). Na primeira tabela, uma compara<;ao internacional dra- 
matizando as diierengas do grau de desigualdade de renda entre 
os paises, com o Brasil apresentando um valor da medida de dis- 
persao relativa de Gini, a razao de concentraqao muito elevada, 
em torno de 0.583 em oposigaia aos Estados Unidos e Tchecoslo- 
vaquia cujos valores da razao de concentraqao sao muito peque- 
nos. Esta simples comparagao p5e em evidencia quao desigual e 
a renda pessoal no Brasil, em 1970. Alem disto mostra a factibi- 
lidade de um menor grau de desigualdade de renda em paises de- 
senvolvidos ou com outra organizaqao politica. 
A informa^o sobre a distribui^ao da renda familiar de acor- 
do com a situa^ao urbana, suburbana e urbana pode ser vista na 
tabela 8 utilizando outra medida de desigualdade — o coeficiente 









Brasil (1970) 0.583 
0.204 
0.34 
FONTE: Ramonaval A. Costa, Size Income Distribution of Bra- 
zil in 1970. A cross-section Analysis of Income. 
Dissertaqao de Doutorado, 1975. 
da pessoal e maior nas areas urbanas e menor nas areas rurais; as 
areas suburbanas teriam uma posiqao intermediaria. Nao ha du- 
vida, novamente, que o coeficiente de Theil pode ser utilizado 
para ressaltar caracteristieas interessantes que podem passar de- 
sapercebidas do pelsquisador que nao se conscientiza da possibili- 
dade de utilizagao destas medidas de desigualldade como coadju- 
vante nas analises realizadas. 
TABELA 8 











FONTE: Carlos Geraldo Langoni, Distribuigao da Renda e De- 
senvolvimento Economico do Brasil, Editora Expres- 
sao e Cultura, Rio de Janeiro, 1973. 
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Nos dois trabalhos que serviram de fonte para a elaboraqao 
das tabelas 7 e 8 podem ser encontrados inumeros exemplos de 
utilizagao destes indicadoreJs de desigualdade de renda pessoal ou 
familiar. Atraves do exame da utilizaqao dessas medidas por 
varios tecnicos, cuja imagimaqao trabalha, sem descanso, na pro- 
cura de certas evidencias a respeito da desigualdade das rendas, 
e que o iniciante vai apreendendo as multiplas utilidades que es- 
tas medidas podem ter. 
3.2.2. Aplicacoes com Outros Atributos 
Como ressaltamos no comedo, o uso destas medidas de desi- 
gualdade nao se restringe a situa^oes em que a renda e o atribu- 
to primordial. Elas todas podem ser utilizadas com atributos di- 
ferentes da renda; no entanto, esta utilizaqao e ainda muito inci- 
piente, ora porque os tecnicos que teriam chances de usa-las em 
outros atributos, tern indicadores alternatives, ora por falta de 
melhor compreensao dos indicadiores e suas propriedades. Nao 
ha duvida que, em termos de renda, o seu significado se torna 
mais facil de compreender em fun<;ao da intensa utiliza^ao, ou 
porque o atributo renda permite interpretaQoes mais interessantes 
e informativas. Mas creio que a grande inibiqao no uso destas 
medidas reside no fato de que o conhecimento estatistico das 
pessoas nao permite o uso de indicadores que vao alem do signi- 
ficado de media e da variancia. 
Em que pese as dificuldades para colher exemplos de utili- 
zagao da razao de ConcentraQao de Gini com atributos que nao 
sejam a renda, podemos encontrar em alguns trabalhos a utiliza- 
c^ao de outras variaveis como: desigualdades dos anos de estudos, 
desigualdade na distribui^ao das terras, etc. 
A desigualdade dos anos de estudos e uma variavel que vem 
sendo utilizada na area de educaqao e sociologia como tentativa 
de medir varia96es na desigualdade dos anos de estudo de um 
pais ou regiao. Na tabela 9 temos esta informacao para os esta- 
dos de Sao Paulo e Guanabara. A medida de desigualdade nos 
mostra a Guanabara apresentando um menor grau de desigual- 
dade do que Sao Paulo. As diferen^as na desigualdade educa- 
cional sao mais dificeis de serem interpretadas em virtude da in- 
fluencia marcante da distribuiqao das idades impondo um certo 
grau de desigualdade do atributo. 
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TABELA 9 








FONTE: Ramonaval Augusto Costa, Size Income Distribution 
of Brazil in 1970 — A cross-section Analysis of Inco- 
me, abril, 1975 
Outra variavel que pode ser observada sob o angulo da de- 
sigualdade e a concentragao da Propriedade da terra, de ter sido 
usada, mormente por geografos, nos estudos sobre areas rurais. 
A tabela 10 apresenta esta variavel associada a duas medidas de 
desigualdade, evidenciando que em Sao Paulo a diferen^a no 
grau desigualdade indica uma maior concentragao de terras em 
Sao Paulo. Novamente a utilizaqao das medidas de desigualda- 
de ^ oferecem a possibilidade de melhorar as caracteristicas da 
analise, ressaltando, oportunamente, pontos que de outro modo 
nao seriam devidamente descritos ooim grande chance de serem 
esquecidos no decorrer da analise. 










FONTE: R. Hoffman — "Contribuigao a Analise da Distribui- 
§ao da Renda e da Posse da Terra no Brasil" Piraci- 
caba, Mimeografada, E.S.A.L. Queiroz, 1971. 
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As informaqoes das tabeas 7 8, 9, e 10, apesar de serem in- 
teressantes pela informaQao que contem, devem ser usadas em 
conjunto com outros atributos a fim de que a ideia de desiguab 
dade seja apenas uma informa^ao adicional entre outras. 
4. CONCLUSOES 
O objetivo deste trabalho, como foi dito no imcio, era cha- 
mar atenqao para o conjunto de medidas de Concentraqao e para 
sua poissivel utiliza^ao com outros atributos diferentes da renda, 
com a qual praticamente a maioria delas tiveram sua origem. 
Quando a ideia de concentra^ao, que se pretende medir, nao 
se vincula a elementoisi nos quais a concentra^ao se verifica, es- 
tas medidas de desigualdade sao instrumjentais adequados na ten- 
tativa de ava'liar a posi^ao relativa de unidades geograficas oiu 
de pessoas. Desde que sua utilizagao seja cautelosa, procurando 
sempre que possivel contornar ois problemas metodologicos exis- 
tentes, tais indicadoires sao certamente uteis e podem ser usados 
por qualquer tecnico interessado, seja economista, geografo, agro- 
nomo, sociologo etc. 
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